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1. ま え が き

最近ウェーブレット変換なる用語を耳にされた方はた く

さんおられ るであろう。電子通信情報学会や数理関係雑誌

などに解説や論文が多 く掲載されている(1)(2)。おそらく多

くの方は,数 学的議論 に惑わされイメージがつかみに く

く,結 果 としてフー リエ変換 の一種 と考えられたであろ

う。また,具 体的な応用は波形や画像解析 ・圧縮技術分野

であり,電 磁界の解析 とは無関係 と感 じられた方が大部分

であろう。

本稿は,ウ ェーブレット変換の中で,離 散値系のウェー

ブレット変換が単純な線形変換であり,こ の線形変換を行

うことでデータの平均値と変化率を抽出することが可能で

あり,結 果として,電 磁界計算を近似的であるが高速に行

うツール として活用できることを解説するものである。

2. 離散値 系ウエーブ レッ ト変換 とは

2.1 離散値系ウエーブレッ ト変換

離散値系ウエーブレット解析 は,基 底関数の直交性が常

に成 り立つ。 これはフー リェ解析 と同様 に離散値系ウエー

ブレット解析のスペク トラムにパワーの概念が与えられる

ことを意味する。 また,離 散化されたデータの個数は2の

べき乗でなければならないことも大 きな特徴であ多。近年

の測定器は大部分がディジタル化され,解 像度 とサンプリ

ング個数,い ずれ も2の べ き乗であり,離 散値系ウエーブ

レット解析はこの意味でディジタル測定器と相性の良い解

析法であることが興味深い。

2.2 離散値系ウェーブレッ ト変換の原理

(1) ウェーブレット変換行列

いま,aとbな る数値を考 えてみると,こ の数値の線形

的な組合せは

s=a+b

d=a-b

… …( 1)

が考 え られ る。 さて,逆 にsとdが 与 え られaとbを 求

めようとすれ ば,

a=(1/2)(s+d)

b=(1/2)(s-d)
… …( 2)

となる。(1)式 の 関係 を行列 を使 って書 くと,

X'=CX… … (3)

と書 け る 。 こ こで,X', C, Xは そ れ ぞ れ

である。他方,(2)式 は

X=DX'… … (5)

と書 ける。ただ し,行 列Dは

である。行列CとDの 関係は

とな る。すなわち,DはCの 逆行列 になっている。 しか し,

(6)式 の行列の係 数(1/2)をCとDに 平 等に分配 して,

とすれば,行 列DはCの 転置行列であり,か つ逆行列 と

なる。すなわち

C-1=CT… … (9)

で あ る。次 にa, bの2個 の数 値 だ けで な く,a, b, cな る

数値の組合せ を考 え る。 この場合,

s1=a+b,  s2=b+c,  s3=c+a,

d1=a-b,  d2=b-c,  d3=c-a

… …( 10)

等の組合せが考えられる。この関係 を行列で書 くと,

となる。(11)式 右 辺の係数行列 は6行3列 の長 方行列 であ

るため,(9)式 の ようにうま く逆行列 を得 られ ない。 これ

は,組 み合 わせ る数値 の個数が奇数で ある と(5)～(9)式

の ような線 形変換 が適 用で きない ことを意味す る。

で は,a, b, c, dの4個 の 数値 の組 み を考 え る。最 初 に

考 えられ る組合せ は,
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となる。 これ には,当 然,

が 成 り立 つ。 しか し,aとb,cとdそ れぞれの組合せ は

できるが,aとc,bとcな どの組 合せ はで きない。 この

ため,(12)式 の左辺 を並べ変 えて,次 の組合せ を得 る。

(14)式 で,a, b, c, dの4個 の 数 値 の 組 合 せ が す べ て そ

ろ っ た こ と と な り,結 局,も と の{a, b, c, d}Tの ベ ク トル

は(12)式 と(14)式 の2回 の 線 形 変 換 で,和S1と 差D1, d1,

d2を 要 素 と す る ベ ク トル{S1, D1, d1, d2}Tに 変 換 さ れ た 。

(14)式 の 逆 変 換 は

に よって行 われ,(15)式 の左辺 を(13)式 右 辺のベ ク トルの

形 に並べ変 えて,(13)式 に代入す るこ とで完全な逆変換 が

で きる。(12)式 か ら(14)式 ま での変換 を ま とめて書 くと

(16)式 または(17)式 となる。

X'=W ・X……(17)

Wは ウ ェーブ レッ ト変換行 列で あ り,こ の変換行 列 を構

成 す る基底 関数 をパ ール(Haar)基 底 と呼 ぶ(3)。(17)式

の 逆 変 換 はWの 転 置 行 列WTがWの 逆 行 列 に な るか

ら,(18)式 で 与 えられ る。

X=WT・X' ……(18)

次 に6個 の数値 の組 合せ を考 えると,(12)式 と同 じ形で

第1回 の変換 は,和 が3組 と差 が3組 とな り,(11)式 と同

様 に第2回 の変換 はで きない。従 って,数 値 の組 を和 と差

に分解 す る線形変換 は,組 を構 成す る数値の個数が,偶 数

でか つ,2,4,8,16,32な ど,2の べ き乗 で なけれ ばな

らない。

(2) ウ エ ーブ レッ ト変換行 列の物理 的意 味

さて,2の べ き乗個 のデータ は総 て和 と差 の形 に表 現で

きる ことがわ かった。 実は これが離散値 系 ウェー ブレッ ト

変換の骨子であり,和 と差はそれぞれ積分 と微分に対応す

る概念であるから,ウ ェーブレット変換 は積分 と微分を行

うディジタルリングを行 う演算 と考えられる。和をとる演

算,す なわち積分演算は数値 を平均化する平滑フィルタで

あり,差 をとる演算,す なわち微分演算は数値の変化率の

大 きい部分をとらえるフィルタ となる。 このため,和 の部

分は全体の平均的情報を抽出し,差 の部分は変化率の大き

い情報を抽出する。

また,ウ ェーブレット変換は画像データなどに対 して,

画像の輪郭やコン トラス トの高い部分が零でないウェーブ

レットスペク トラムを与えることとなる。 このため,画 像

データのすべてを記憶 しなくても,画 像の輪郭やコントラ

ス トの高い部分のみを記憶することが可能 となり,結 果と

して画像圧縮がなされる。画像データでなく,よ り一般的

な波形データで考えれば,波 形データの もつ変化率が急し

ゅんな特徴のみを抽出するのに極めて有効 なディジタルフ

ィルター演算 とも解釈で きる。 これがウェーブレット変換

のデータ圧縮原理である。

具体的な例 として,デ ータの個数が4個 の場合について

考 える。(17)式 の変換行列Wの 第1行 は,(16)式 から,

すべてのデータの和をとることを意味する。従って,(16)

式のS1は データの平均値的情報 を表 し,S1だ けを逆変換

した結果を第0次 解像度解析結果 と呼び,全 データの平均

値を表す。特に,デ ータの平均的情報 を表すウェーブレッ

トスペク トラムをマザーウェーブレット(Mother wave-

let)係 数 と呼ぶ。(17)式 の変換行列Wの 第2行 は,全 体

のデータを前半 と後半に分けて,前 半と後半データ間の変

化率を求める差分演算になっている。従 って,(16)式 の

D1だ けを逆変換すると,全 体 を2分 割 した場合の変化率

を表すこととなり,第1次 解像度解析結果 と呼ぶ。(17)式

の変換行列Wの 第3,4行 は,隣 接す るデータ間の変化

率 を求める差分演算 となっている。 このため,(16)式 の

d1, d2だ けを逆変換 した結果は最 も高周波の変化率 を表す

こととなり,第2次 解像度解析結果 と呼ぶ。

以上のことから,離 散値系ウェーブレット変換は,与 え

られたデータで,全 データの平均値 と大 きなグループから

隣接するデータまでの変化率を抽出する変換であることが

明らかであろう。また,2の べき乗であるn個 のデータは

log[n]/log[2]次 までの解像度で解析ができる。

(3) 高次のウェーブレット係数

いままでは2の べき乗からなるデータベク トルを和と差

にわける最も単純なハール基底によるウェーブレット変換

について述べた。和 と差の概念はそれぞれ積分 と微分に対

応するが,積 分や微分には重み付 きで行 う場合がある。例

えば,ガ ウス(Gauss)型 の数値積分公式などがその典型的

な例である。 ここではウェーブレッ ト変換の和や差をとる

場合,重 み付きで行 うことを考えよう。換言すれば,重 み

付き積分・微分演算の概念をウェープレッ ト変換に導入し,

高次の係数を使ったウェーブレット変換へ一般化する。

さて,2の べ き乗 の要素からなるデータベク トルXを
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線形変換 す る演 算(3)式 で は,行 列Cが 隣接 す る要素 間

の和 と差 をとる演算子 であった。 ここで は(19)式 の ような

4個 の係数c0, c1, c2, c3を もつ変換行 列Cを 考 える。

(19)式 で,第1行 はベ ク トルXの 要 素1か ら4ま で に

それぞれ係数c0, c1, c2, c3を 重 み とす る平均値 を とるこ と

を意味す る。第2行 はベ ク トルXの 要素1か ら4ま で に

それぞれ係c0, c1, c2, c3を 重 み とす る差分 を とることを

意味する。換言すれ ば,(19)式 の第1行 は重 み をつけた積

分演算に対応 するデ ィジタル フィルタであ り,第2行 は重

み をつ けた微分 演算 に対応 す るデ ィジタル フ ィル タで あ

り,第2行 は重 みをつけた微分 演算 に対 応す るデ ィジタル

フィルタで ある。第3,4行 は それ ぞれ ベ ク トルの 要素3

か ら6ま で に対 す る積分 と微分 演算 を行 う ことを意味 す

る。従 って,積 分 と微 分演算 はバール基底 の場合 と同様 に

ベク トルの2要 素 ずつ シフ トして循環す る形で行われ る。

次に,逆 変換 を可能 とす るた めに

CTC=I … …( 20)

の条件が成 り立つことが必要である。IはCと 同 じ次数

をもつ単位正方行列を示す。(20)式 の条件 より

c2 0+c2 1+c2 3=0

c2c0+c3c1=0 }
……( 21)

が成 り立 つ。 しか し,式 の 数が 未知 数 の数 よ り少 な く,

(21)式 か ら係c0, c1, c2, c3を 決 め る ことはで きない。 こ

のため,次 の条件 を追加 する。

c3-c2+c1-c0=0

0c3-1c2+2c1-3c0=0 }
… …( 22)

(22)式で,最 初の条件は入力データが一定値であれば常

に零となることを意味する。第2の 条件は入力データが単

調増加であって も常に零であることを意味する。従 って,

入力データが2次 関数以上の変化率をもつ とき,第1段 階

の差分演算を受けた項は零でない値 をもつ。第2段 階は重

み付き積分 もしくは平均値の項で2次 関数以上の変化率を

抽出する演算 となる。 このことから,こ の場合のウェーブ

レット演算はパール基底 を用いたウェーブレット演算より

も大きな変化率の部分のみを抽出する変換 となる。

(21)式に(22)式 の条件を追加することで

として(19)式 の要素が求められる。このようにして高次の

係数を決めた基底関数 を ドビッシー(Daubechies)基 底

と呼ぶ(3)。

3. 電磁界計算 への応用

3.1 電磁界計算のシステム方程式

(1) 離散化

電磁界計算はどのような離散化法であっても結局,連 立

方程式を解 くことに問題が帰する。 ここでは一般的なシス

テム方程式

Y=CX … …( 24)

を考 える。Y, X, Cは そ れぞれn次 の入力 ベ ク トル,m

次 の 解ベ ク トル,そ してn行m列 の シス テム行 列 とす

る。ただ し,nとmは2の べ き乗 とす る。

(2) ウ ェーブレ ット変換

WnとWmを そ れぞれn次 とm次 の ウェー ブ レッ ト変

換行列 とすれば,(24)式 は

WnY=(WnCWT m)(WmX) … …( 25)

によってウェーブ レッ ト変換 され る。 い ま,上 式の各演算

を以下の ように 書くとすれ ば,

X'=WmX

C'=WnCWT m

Y'=WnY 

} … …( 26)

(25)式 は次式の ように書 き直 され る。

Y'=C'X' … …( 27)

3.2 シ ス テム方程式の近似解

(1) 不 適 切 な線形 システム

システム方程式が正方行列でな く,m>nの 場 合 につい

て考 える。具体 的な問題 は図1に 示す ように平行 に配置 さ

れたm本 の導体 に流 れ る電流 を,導 体 の上方 で磁 界 をn

点 測定 して求める逆 問題 である。

図2はn=16, m=64と し た場合 の シス テム 方程 式 を

図示 してい る。 この問題 は式 の数nが16で 未 知数 の数m

が64で あ るか ら,従 来の線形代数 の手 法で は何 らかの拘

束条件 を用い ない限 り一意 的な解 は得 られ ない。

図3は シス テム行列 をウェーブレ ッ ト変換 した システム

行列C'を 示 してい る。 図3か ら,シ ステム行 列C'の(1,

1)か ら(16,16)要 素 まで は対角線上 に非零 要素 が な らび,

か つ これ らの対角線上の要素の絶対値 は他 の要素 に比較 し

て大 きな値 であ る ことがわか る。図4に 図3の(1,1)か ら

(n, n), (n=16),要 素 まで の部分正方行列C"を 示 す。 明

らか にこの部分正 方行列C"は 非 特異行列 であ り,逆 行 列

をもつ。

図1 n点 の磁界測定からm個 の導体 に流れる

電流を求める問題
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さ て,図1に 示 す シス テ ム行 列Cはn(=16)行m(=

64)列 で あ るか ら,こ れ の逆 行列C-1はm(=64)行n(=

16)列 と仮定す る。 いま,逆 行列C-1を ウ ェーブ レッ ト変

換 した行 列 をC'-1と す れば,ウ ェー ブ レッ ト変 換 された

解ベ ク トルX'は,(27)式 か ら

X'=C'-1Y' … …( 28)

と書 ける。(26)式 か ら,(28)式 の 両辺のベク トルは

WmX=C'-1WnY … …( 29)

と書 き直 され るか ら,(29)式 の両辺へWT mを 掛 け算すれ ば,

X=WT m C'-1WnY … …( 30)

として解 ベ ク トルXが 得 られ る。 また,シ ステ ム行 列 の

ウェーブ レッ ト逆変換 は

C-1=WT m C'-1Wn … …( 31)

で計 算 され る。

問題 は(28)式 のC'-1を い か に求め るかで ある。 ここで

は,C'-1がm(=64)行n(=16)列 の 長方行列 で,(1,1)か

ら(n, n)要 素 まで の部 分正 方領域 へ図4に 示 されて い る

正 方行列C"の 逆 行列C"-1を 入 れ,残 りの要 素 をす べて

零 とした もの とす る。

次の問題 はC'-1を(31)式 に よ りウェー ブレ ッ ト逆変換

して得 られ るC-1の 評 価 で あ る。 はた して解が存 在 し,

一 意 的に決 まる逆行列 であろうか
。

解 の存在 は,Inをn次 の単位正方行列 として,

CC-1=In … …( 32)

を満足するかどうかで確認される。

図5に(32)式 の計算結果を示す。図5の 結果からウェー

ブレット変換によって得られる逆行列には必ず解が存在す

ることが確認できる。

次に解は,Imをm次 の単位正方行列 として,

C-1C=Im … …( 33)

が満足されるとき,一 意的に決 まる。図6に(33)式 を計算

した結果 を示す。図6か ら,解 は完全に(33)式 を満足せ

ず,近 似的に満足するようである。解ベク トルXが どの

程度の近似で得 られているかを図7に 示す。図7で,太 線

と細線がそれぞれ正解 とウェーブレット変換による近似解

である。

ここで取 り上げた例は磁界の測定から電流を求める問題

であ り,磁 界の測定点数nよ りも電流の流れる導体数m

のほうが多い不適切に設定されたシステムである。このた

め,従 来の方法では何らかの拘束条件を適用しないと解け

ない問題であった。しかし,ウ ェーブレット変換 を用いれ

ば,近 似解が可能であることを述べた。これが代表的なウ

ェーブレット変換による電磁界解析の例であり,従 来の手

法では不可能であった解析を近似的にせよ可能 とすること

がわかる。

(2) 固有値問題

固有値は通常正方行列に対 して定義される。 このため,

ここでは一次元 ポアソン型の支配方程式

∂2φ

/∂x2
=-σ ……( 34)

をx軸 方向へ3点 差分公式で離散化 した線形 システムを

考える。

図8が 例題 として取 り上げるシステムの係数行列であ

る。図8で,対 角線上の要素 はすべて2,対 角線 に隣接す

る要素 は-1,残 りはすべて零である。これはx軸 の両端

が零の固定境界条件で導かれたシステム行列であることを

意味する。

図8を ウェーブレット変換 したシステム行列は,図9に

示すように対角線上の要素がすべて非零値をとり,こ のシ

ステム行列に逆行列が存在することを意味する。また,図

9の 要素 は,(1,1)要 素近傍に絶対値の大 きな値が存在 し

ない。これが,有 限差分法や有限要素法の離散化法で得ら

れたシステム行列をウェーブレット変換 した場合の特徴で

ある。

さて,図8の システム行列 とそれをウェーブレット変換

した図9の 行列 は対称行列であるから,固 有値 はすべて実

数である。図8の システム行列 と図9の システム行列で

(1,1)か ら(8,8)要 素 までの部分正方行列,そ れぞれの固

有値を図10に 示す。太線が図8の 行列,細 続が図9の 部

分正方行列の固有値にそれぞれ対応する。 もとのシステム

行列は16次 の正方行列であるか ら,16個 の固有値 を有す

る。これに対 し,半 分の大 きさ8次 に縮小 した部分正方行

列 は8個 の固有値 をもち,こ れらの大きさはもとの行列の

ちょうど半分の大きさであることが,図10か らわかる。

すなわち,有 限差分法で離散化 して得 られたシステム行列

をウェーブレット変換 し,半 分の大きさに圧縮したシステ

ム行列の固有値は本来の固有値で値の大きい部分を半分の

大きさで保持する。 これは,閉 領域拡散問題などをウェー

ブレッ ト変換によりシステムを縮小して近似解析を行う

と,近 似解は厳密な解よりも早 く定常状態 に達することを

意味する。

図11は,次 式

∂2φ

/∂x2

 -k ∂φ

/∂t
=-σ … …( 35)

の拡散方程式 をウェー ブレ ッ ト変換 し,モ ーダル解析法に

よって求 めた近似解 であ り,図12の 厳 密解 に比 較 して早

く定常状 態 に達 して いる ことがわ かる。

(3) 最 小 二乗法

ここでは,式 の数nが 未知数 の数mよ りも多い線形シ

ステム をウェー ブレッ ト変換 で解 くことを試み る。

通常,あ る実験値が得 られ た とき,こ れ をパ ラメータx

の べ き級数の三次 までの項で近似 しようとす る と,

f(x)=a+bx+cx2+dx3 … …( 36)

であ るか ら,n個 の測 定点に対 して,

f(x1)=a+bx1+cx2 1+dx3 1

f(x2)=a+bx2+cx2 2+dx3 2……

f(xn)=a+bxn+cx2 n+dx3 n

} ……( 37)

が成 り立 つ。m=4個 の係数a, b , c, dを 決 める ことは
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図2 16×64の シ ステム行列C

図3 ウ ェーブレット変換 されたシステム行列C'

図4 部分 システム行列C"

を解 くこ とに帰す る。

最小二乗法による解は

X=(CTC)-1・CTY … …( 39)

とな る(4)。(39)式 で 得 られ る解a, b, c, dを(36)式 に 代入

すれば測定値 を表す近似 式が得 られ る。

図5 右 側逆行列チェック

図6 左側 逆行列チェック

横軸:導 体の位置,縦 軸:電 流

図7 厳密 な解ベク トル(太 線)と ウェーブレッ ト

変換 による解ベク トル(細 線)

具体的な例 として,図13の ようにばらつ く実験値が得

られているものとする。
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図8 固有値問題のシステム行列

図9 図8に 示す行列をウェーブレッ ト変換 した

システム

太線:も との行列,細 線:ウ ェーブレ ッ ト変換 した行 列で半分

の大 きさに した行 列,横 軸:個 数,縦 軸:固 有値 の大 きさ

図10 固 有 値

この場合,測 定点の数 はn=32で ある。これに(36)式

と同様な近似式を適用する。システム方程式を,m=8と

してm>nの 場合 と同様な手順で解 く。

図14に(36)式 の係数を示す。細線が(39)式 による従来

の最小二乗法による係数であり,太 線がウェーブレット変

換によって得 られた係数である。ウェーブレット変換によ

って得 られた係数は最小二乗法に比較 して係数の値がばら

図11 拡散問題の近似解

図12 拡散 問題の厳密解

図13 実験 値

太線:ウ ェーブレッ ト変換,細 線:最 小二乗法

図14 (32)式 の 係 数
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細線:図13の 実験値,太 線:(32)式 に よる計算(ウ ェーブレッ

トと従来の最小二乗法の結果が重なっている)

図15 (32)式 に よ る近 似 結 果

つかないことがわかる。図15は それぞれの係数を使 って

(36)式か ら計算された補間曲線である。係数が違っても,

ほとんど同じ補間結果を与えていることがわかる。

4. ま と め

本稿では離散値系ウェーブレッ ト変換の電磁界計算への

応用法について概説 した。本来,解 説 とはある程度確立し

た分野や領域についてなさるのが普通であろう。 この意味

で,本 稿で述べた内容 は解説 よりも論文向 きかも知れな

い。しかし,あ えて解説にしたのは,ウ ェーブレット変換

が電磁界計算のみならず,線 形システムで記述される広範

な分野に極めて強力な方法 となり,結 果 として新 しい分野

の開拓につながると考 えられるためである。このような目

的のため,本 稿では,電 気系技術者 ・研究者にも容易に理

解できる形で離散値系のウェーブレット変換を紹介し,具

体的な応用例 として,磁 界から電流を求める逆問題,固 有

値につながる拡散問題,更 に補間法への応用について概説

した。

(平成8年6月7日 受付)
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